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摘  要：本文首先分析多品种流交通网络的特性，在借鉴 Ford-Fulkerson 算法的基础上构造了求多品种问题

最大流的基于多品种流的 Ford-Fulkerson 算法。然后分析了多品种流交通网络对特定品种在结点上的流量有

要求的几种情况，并设计了这几种情况下交通网络求最大流的算法。在实际交通网络中多品种流问题普遍存

在，对特定结点的品种的流量有要求的多品种问题更是不胜枚举，本文的算法为解决实际问题提供了应用基础。 
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Flow in Multi-varieties Flow 
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Abstract: Having analyzed the characteristics of the multi-variety flow traffic network ,a 

Ford-Fulkerson algorithm for calculating the maximum flow of a multi-variety flow traffic 

network was designed .According to several cases of a node with flow requirements for some 

special varieties,the algorithm for the cases were designed respectively.In the real 

traffic networks the problems in multi-variety flows are existed widely,and the maximum 

flow determination for some special variety flows is very common,the algorithm could 
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provide a application basis for these practical problems.  
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0  引  言 

最大流问题是图论的核心问题之一，传统的最大

流算法只能对单一品种的流量进行分配
[1-4]
。而对于

多品种问题，虽然可以通过按品种拆分结点重构网络

来求解最大流，但是，这种解法经常使得运算过程很

繁琐
[5,6]
。多品种流交通网络中，特定品种在结点上

的流量有要求的问题，类似于运输问题中的多品种问

题，在实际交通网络中频繁出现，而在图论中暂时没

有很好的求解方法。本文先对求解最大流的 Ford- 

Fulkerson 算法进行改进，构造求解多品种问题最大

流的算法，然后在这个基础上构造了特定品种在结点

上的流量有要求的交通网络最大流算法。 

1  基于多品种问题的Ford-Fulkerson
算法描述 

1.1  多品种流的交通网络特性分析 

多品种流可以定义为在交通网络中存在的多股

相互独立的流。 

传统的交通网络中，只针对单一品种流进行分

析，而实际的交通网络常常涉及多品种流的输送。多

品种流网络具有以下几个特点： 

（1）独立性。除非有特别说明，否则各品种流之

间不能相互代替，具有独立性。 

（2）结点的准入特性。与一般交通网络不同，多

品种流交通网络上每个结点对流的进入有品种限制。 

（3）发出点与接收点。多品种流交通网络有特定

的一个或多个发出点与接收点。 

目前求网络最大流主流的算法有 Ford-Fulkerson

算法等，而为求多品种流网络的最大流势必要对原有

算法进行改进。 

通过对多品种流交通网络特性的分析，基于多品

种问题的 Ford-Fulkerson 算法与一般 Ford-Fulkerson

算法的区别主要有以下几个方面： 

（1）结点的标记。多品种问题中有发出点与接收

点，本文用 xi、yj分别表示交通网络中发出点和接收

点。为了运算方便，定义一个总源点 x和总汇点 y，

其他中间点用 vi来表示。 

（2）网络中边上流量的表示。一般 Ford-Fulkerson

算法用一个数值表示边上的流量，而基于多品种问题

的 Ford-Fulkerson算法用集合 f(fk)=( f1, f2,⋯, fk, ⋯, fq)

表示该边上每一种品种的流量。 

（ 3）在一条增流链上，基于多品种问题的

Ford-Fulkerson算法只能对一个品种的流量进行调整。 

（4）由于结点的准入特性，在增流时，多品种问

题需要确认下一个结点是否能接收该品种的流量。 

1.2  多品种流交通网络描述 

根 据 以 上 描 述 ， 对 基 于 多 品 种 问 题 的

Ford-Fulkerson算法可以定义如下： 

（1）交通网络图用 G=( X,Y, V, E,C,F)来表示。 

（2）集合 X={x,xi|i=1,2,⋯,n1}, x为图 G的源，xi

为发出点；集合 Y={y,yj|j=1,2,⋯,n2}，y为图 G的汇，

yj为接收点；中间结点集合 V={vi|i=1,2,⋯,n3}。其中

X、Y 和 V 只能接收或发出特定品种的流量；边集合

E={e(x,xi),e(xi,vi),e(vi,vj),e(vj,yi),e(yi,y),e(xi,yj)|x,xi∈X; 

vi,vj∈V;yi,y∈Y}；C为边的容量的集合； 

（3）F为边的流量的集合，假设 k为图 G中的第

k个品种（k=1,2,⋯,q），fk
uv为边（u,v）上品种 k的流

量，fuv(fk)=(f1, f2,⋯,fq)表示边（u,v）上各品种的流量，

并且 f1+f2+⋯+fq=f(u,v)，f(u,v)为该边上所有品种流量

之和。 

图 G中满足以下条件的一组流可以称为可行流： 

①容量限制条件，对任意边 e=(u,v)∈E有 

1

0 ( , )
k q
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其中，c为(u,v)的容量，fk
uv为该边上品种 k的流量。 
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②结点流量平衡条件： 

对于结点 u≠x,y，有 
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以上条件保证结点上每个品种的流量守恒，同时

保证了结点上所有品种的流量之和的守恒。  

用 v(fk)表示从 x到 y的品种 k的可行流的流量，

v(f)表示从 x到 y的可行流流量的总和。对于结点 u=x

或 y，有 
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1.3  算法步骤 

基于多品种问题的 Ford-Fulkerson算法步骤如下[7]
： 

第一步：给图 G 一个初始流（一般为平凡的可

行流）。给初始流的过程中要满足以下规则： 

规则 1：输送给结点的某品种的流量必须满足该

结点对品种类别的要求。 

规则 2：各个品种之间的流量应该区分开来。 

交通网络 G 上各边对容量和流量的描述应遵从

多品种流特点，用[c,( f1,f2,…,fq)]表示。同时给结点 x

标号。 

第二步：寻找源 x到汇 y的增流链 Q的方法： 

寻找增流链首先必须满足下列规则： 

规则 3：一条增流链上只能对一个品种的流量进

行调整。当对某个品种在增流链上进行流量调整时，

不管是前向边还是后向边，在该增流链上只能对该品

种的流量进行调整。 

（1）与结点 v相关的边上某一品种能否增流的条件： 

①基于规则 1，即结点 v能否接收该品种的流。 

② 当 边 e=(u,v) 为 前 向 边 时 ， 有 ( )f u,v   

1

( )
q

k
uv

k

f C u,v


 ； 

当边 e=(u,v)为后向边时，有边(u,v)上品种 k的流

量 0k
uvf ＞ 。 

（2）对满足以上条件的结点 v 进行标记（u，边

的方向和调整的品种，lk(v)）。其中 u为标记点 v的前

一个结点；v为终点时边的方向，用+表示；v为始点

时边的方向，用-表示；边的方向和调整的品种表示

如下：+k 或者-k；lk(v)表示品种 k 的调整量。v 为终

点时 lk(v)=min{lk(u),C(u,v)-f(u,v)}，v 为始点时 lk(v)= 

min{lk(u),fuv
k}，其中 f(u,v)为(u,v)上所有品种流量之

和。 

第三步：按照标号的第一项，从汇 y进行反向追

踪，可得到增流链 Q以及品种 k的调整量 lk(Q)=lk(y)。 

第四步：利用修改流性质进行调整： 

（1）增流链 Q的前向边，品种 k的流量加上调整

量 lk(Q)。 

（2）增流链 Q的后向边，品种 k的流量减去调整

量 lk(Q)。 

（3）非增流链 Q的边的调整量不变。 

第五步：返回第二步，不断循环，直到不能找到

增流链为止。 

为了引用方便，在这里假设用 MV-Ford- 

Fulkerson(G)表示基于多品种的 Ford-Fulkerson算法，

其中 G表示交通网络图。 

2  对特定品种在结点上的流量有要
求的几种情况 

为了描述图 G 中对特定品种在结点上的流量有

要求的约束条件
[8]
，将基于多品种流的 Ford-Fulkerson算

法的描述形式采用MV-Ford-Fulkerson{G,MAXFlow|(A)}

来表示，其中MAXFlow|(A)表示在约束条件 A下的最大

流量。若 A=，即对特定品种没有约束条件的MV-Ford- 

Fulkerson算法用MV-Ford-Fulkerson{G,MAXFlow|()}表

示。本文讨论的对特定品种的流量有要求的 4种情况

描述如下： 

（1）某发出点发出某一品种的流量有最低限制 

假设交通网络图中有 q 个品种，要求发出点 xi

发出品种 k 的流量至少为 Z。用 MV-Ford-Fulkerson 
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{G,MAXFlow|(Flow(xi)
k
≥Z,)}来描述此约束条件。 

（2）某接收点接收某一品种的流量有最低限制 

假设交通网络图中有 q 个品种，要求接收点 yj

接收品种 k 的流量至少为 Z。用 MV-Ford-Fulkerson 

{G,MAXFlow|(Flow(yj)
k
≥Z,)}来描述此约束条件。 

（3）某发出点发出某一品种的流量有最高限制     

假设交通网络图中有 q 个品种，要求发出点 xi

发出品种 k 的流量最多为 Z。用 MV-Ford-Fulkerson 

{G,MAXFlow|(Flow(xi)
k
≤Z,)}来描述此约束条件。 

（4）某接收点接收某一品种的流量有最高限制 

假设交通网络图中有 q 个品种，要求接收点 yj

接收品种 k 的流量最多为 Z。用 MS-Ford-Fulkerson 

{G,MAXFlow|(Flow(yj)
k
≤Z,)}来描述此约束条件。 

3  多品种流中对特定品种在结点上
的流量有要求的最大流算法 

3.1  某发出点发出的某一品种的流量有最低限制的

算法 

（1）算法思想[9] 

由于输送流量给发出点 xi的边仅有一条，因此

该约束可以转换为要求边(x,xi)上的品种 k的流量至

少为 Z。在计算过程中，先利用增流链方法将图 G

中在 x 与 xi之间品种 k 的流量调整到限制值，在此

基础上进行流量分配。但(x,xi)之间的流量须满足以

下规则：  

规则 4：如果新的增流链包括(x,xi)，且为前向边，

那么该边上的该品种的流量调整量为容量减去所有

品种流量之和。 

规则 5：如果新的增流链包括(x,xi)，且为后向边，

那么该边上的该品种的流量调整量为该品种的流量

减去最低限值 Z。 

（2）算法过程 

发出点 xi发出品种 k的流量不能低于限制值 Z，

步骤如下： 

第一步：如果边(x,xi)上的品种 k的流量 f k
xxi小于

限制值 Z，进行以下过程： 

（1）按照标记法先找从发出点 xi到汇 y品种 k的

不饱和链 Q1，寻找增流链的时候必须满足规则 1、2

和 3。 

（2）确定增流链(x,xi)+Q1上的品种 k的调整量：

lk((x,xi)+Q1)=min{lk(Q1),C(x,xi)-f(x,xi)}。 

（3）对增流链(x,xi)+Q1按照修改流性质进行流量

调整，如果(x,xi)之间 f k
xxi大于等于限制值 Z，停止。

否则，返回第（1）个过程。 

第二步：对图 G调用 MV-Ford-Fulkerson(G)，寻

找增流链。如果增流链 Q 包括(x,xi)，并对品种 k 进

行流量调整，根据规则 4和 5，增流链的调整量如下

所示： 

当边(x,xi)为前向边时，lk(Q)=min{lk(Q1),C(x,xi)- 

f(x,xi)}； 

当边(x,xi)为后向边时，lk(Q)=min{lk(Q1),f
k
xxi-Z}； 

第三步：返回第二步，不断循环，直到不能找到

增流链为止。 

在以上的算法中，边(x,xi)是不可能出现后向边

的，本文写出后向边的目的是为了能够拓展到对多品

种问题任意一条边的流量有限制的情况。本文的算法

对多品种网络上任意一条边上某品种的流量有限制

的情况同样适用。 

3.2  某接收点接收某一品种的流量有最低限制的算法 

（1）算法思想 

同理，该约束可以转换为要求边(yj,y)上的品种 k

的流量至少为 Z。在计算过程中，先利用增流链方法

将图 G中在 yj与 y之间品种 k的流量调整到最低限制

值，在此基础上进行流量分配。规则与前述相似。 

（2）算法过程与 3.1相似。 

3.3  某发出点发出某一品种的流量有最高限制的算法 

（1）算法思想 

限制边(x,xi)上的品种 k的流量最高为 Z。只需在

进行流量分配和流量调整时，使边(x,xi)上的品种 k的

流量不要超过限制值即可。 

（2）算法步骤 

调用 MV-Ford-Fulkerson(G)。 
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第一步：给图 G一个初始流。若(x,xi)上 f k
xxi≤Z，

则进行下一步，否则重新分配流量。 

第二步：寻找源 x到汇 y的增流链 Q。 

（1）检查增流链上是否包含边(x,xi)，并且对品种

k进行了流量调整。否则，进行第三步。 

（2）当增流链 Q 上有边(x,xi)，并且调整的是品

种 k的流量，则确认调整后 f k
xxi是否小于等于 Z，若

是则进行下一步，否则重新调整 lk(Q)的值或者重新

寻找增流链。 

第三步：返回第二步，不断循环，直到不能找到

增流链为止。 

3.4  某接收点接收某一品种的流量有最高限制的算法 

（1）算法思想 

限制边(yj,y)上的品种 k 的流量最高为 Z。只需在

进行流量分配和流量调整时，使边(yj,y)上的品种 k的

流量不要超过限制值即可。 

（2）算法步骤 

算法过程与 3.3相似。 

4  示  例 

已知某交通网络有 3个品种Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ的货物需

要输送，各结点关系如图 1所示，图中数值表示边的

容量。表 1 表示各结点所能接收的品种。要求结点

x1发出品种Ⅱ的数量至少为 4，y2接收品种Ⅰ的数量

至少为 5，x3发出品种Ⅱ的数量最多为 3，y3接收品

种Ⅱ的数量最多为 4，请分配最大流。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1  运输网络结构 

Fig.1  Configuration of traffic network 

表 1  各结点所能接收的品种类型 

Tab.1  Types of the varieties each node can receive 

 x x1 x2 x3 v1 v2 y1 y2 y3 y 

Ⅰ √ √ √  √  √ √ √ √ 

Ⅱ √ √  √ √ √  √ √ √ 

Ⅲ √  √ √ √ √   √ √ 

 

该题是多品种流的问题，同时对特定的品种有条

件要求，因此不能直接采用 Ford-Fulkerson算法。针

对题中的约束条件，可以采用本文相关的一些算法。

由于篇幅限制，省略掉寻找增流链的过程，解题过程

如下： 

给定初始流为零流，如图 2所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

图 2  初始化的运输网络结构 

Fig.2  Initialization of the transportation network 

configuration 

 
针对约束条件，结点 x1 发出品种Ⅱ的数量至少

为 4，即要求（x,x1）上的品种Ⅱ的流量至少为 4。寻

找 x1到 y，品种Ⅱ不饱和链 Q1：x1→v1→v2→y3→y，

调整量：  

lⅡ(Q1)=min{lⅡ(x1,v1),lⅡ(v1,v2),lⅡ(v2,y3),lⅡ(y3,y)} 

=min{C(x1,v1)-f(x1,v1),C(v1,v2)-f(v1,v2), 

C(v2,y3)-f(v2,y3),C(y3,y)-f(y3,y)} 

  =min{4-(0+0+0),5-(0+0+0),15-(0+0+0),15-(0+0+0)}=4 

增流链(x,x1)+Q1品种Ⅱ的调整量：lⅡ((x,x1)+Q1)= 

min{C(x,x1)-f(x,x1), lⅡ(Q2)}=min{8-0,4}=4。利用修改

流性质进行调整，f k
xx1=4。同时，由于限制了 y3接收
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品种Ⅱ的数量最多为 4，增流链上有边(y3,y)，并对品

种Ⅱ增流，检查(y3,y)上流量。品种Ⅱ流量小于等于 4，

该结果是满足限制条件的，结果如图 3所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3  基于修改流的分配方案 1 

Fig.3  Scheme 1 of flow distribution  based on 

modification 

 

同理，针对约束条件 y2 接收品种Ⅰ的数量至少

为 5，即要求(y2,y)上的品种Ⅰ的流量至少为 5。寻找

x到 y2，品种Ⅰ不饱和链 Q2：x→x2→v1→y2，调整量：

lⅠ(Q2)=6。增流链 Q2+(y2,y)品种Ⅰ的调整量：

lⅠ(Q2+(y2,y))=6。利用修改流性质进行调整，结果如

图 4所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4  基于修改流的分配方案 2 

Fig.4  Scheme 2 of flow distribution  based on 

modification 

第三步：寻找增流链。Q3：x→x1→y1→y，对品

种Ⅰ进行流量调整，lⅠ(Q3)=4，结果如图 5 所示。同

理，寻找增流链 Q4：x→x2→v2→y3→y，对品种Ⅲ进

行流量调整，lⅢ(Q4)=4，结果如图 6 所示。寻找增流

链 Q5：x→x3→v2→v1→y2→y，对品种Ⅱ进行流量调

整，lⅡ(Q5)=3，结果如图 7 所示。寻找增流链 Q6：

x→x3→v2→y3→y，对品种Ⅲ进行流量调整，lⅢ(Q6)=4，

结果如图 8所示。 

在图 4中再无法寻找到增流链，最终方案如图 8

所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5  基于修改流的分配方案 3 

Fig.5  Scheme 3 of flow distribution  based on 

modification 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6  基于修改流的分配方案 4 

Fig.6  Scheme 4 of flow distributing based on 

modification 
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图 7  基于修改流的分配方案 5      图 8  基于修改流的最终方案 

Fig.7  Scheme 5 of flow distribution  based        Fig.8  Scheme of flow distribution based 

on modification                                      on modification 

5  结束语 

本文研究的算法，是在 Ford-Fulkerson算法基础

上，解决多品种流中结点上对特定品种的流量有要求

的交通网络最大流问题，本文的算法对多品种网络上 

 

任意一条边的某品种的流量有限制的情况同样适用。

对于特别复杂的情况，本文的标号方法和各品种流量

表示不是很明晰，应加以改进。本文研究对象针对的

是发出点与接收点，而针对其他中间结点某品种流量

的限制还没有研究，应继续研究相应的算法。
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